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1. INTRODUCTION 
Dans ce papier on donne certaines generalisations et variantes des resultats 
contenus dans le travail [l] de Kohn et Nirenberg. On rappelle tres brieve- 
ment certaines propositions connues de la ThCorie des Distributions et qui 
nous seront constamment utiles apres. 
Soit 9’ l’espace vectoriel des fonctions p)(x) E P(P), telles que 
I(1 + I x I”>“ew d %,a 3 VXER” 
Oh 
x = (Xl >a**, 4, a = (011 ,**-, 4, O(~ > 0 entiers positifs, (1-l) 
j x 12 = x12 + .‘. -k x,2, p = 0, 1, 2,.. ., 
et les Da sont definies dans (1.4). Rn est comme d’habitude l’espace euclidien 
a n dimensions. 
Soit 9” l’espace des distributions temperees, c’est-a-dire l’espace dual de 
l’espace 9, ce dernier topologise comme espace de Frtchet avec les semi- 
normes naturelles decoulant de (1.1). La transformation de Fourier qui est 
pour nous un moyen indispensable est dtfinie (classiquement), pour u E Y, 
moyennant la formule : 
ii(f) = (277)-“‘2 / e+%(x) dx, oh x . f = Xl& + -** + x,&. (1.2) 
On sait (voir [2]) que G(t) E Y(R,“) si U(X) E ‘sp(Rzn) et on a aussi dans Y, 
la formule d’inversion (de Fourier). 
U(X) = (27r)-s/2 1 eir%(() d[. (1.3) 
La transformation de Fourier s’etend aussi par dualite a 9’ et applique Y, 
en soi-mCme. La formule de definition de telle transformation dans 9’ est 
i’w = W) pour TE 9”, ‘p E Y, T(v) 
* This research was supported by a grant of the N. R. C. of Canada. 
1 Le travail expose une partie des rCsultats contenus dans une &se effectuke k 
l’Universit8 de Paris avec M. J. L. Lions. 
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indiquant la dualite entr Y et 9’. Les notations sur les d&i&es partielles 
seront comme d’habitude 
Q=g,, D = (4 ,..., D,), D” = Dl”’ . . . 02. (1.4) 
3 
a 
a,=z, a = (4 ,**a, %A a4 = @ . . . 82. (1.5) 
On pose pour les multi-indices (Y = (CQ ,..., a,), j3 = (a ,..., /In) la defini- 
tion ~oL~=o~~+~~~+Ix,, I/31=/?1+..*+/3n. 
2. SYMBOLRS HOMOG~~NES 
En genCralisant ltgkement la notion de symbole tel que defini dans [1] 
(precirkment la notion de symbole homogtne d’ordre zero) nous allons 
donner la suivante : 
DEFINITION. Un symbole homogbne est une fonction a valeurs complexes 
telle que 
4x, 0 xeRn, 4 E R” - (01, 
a@, tt) = a.(~, 6) ~0~7 t>O (2.1) 
existe pour 5 # 0 et a(o3, 5) E C1(Rn - @H- 
(2.2) 
La fonction, 
a’(? !3 = 4% E) - a(cO, [), (2.3) 
est ind@Gnent ds@entiable par rapport h x et une fois continuement d$%en- 
tiable par rapport it 5, et toutes les dkrivees mixtes Dzua,ea’(x, [), V 01 et p avec 
/ /3 I< 1, existent et sont continues. On a les majorations: 
(1 + I x I”)” I Wa$‘(x, 5)l < CD.a,e pour x E R”, I 4 ) = 1. (2.4) 
pour chaque multi-indice 01 et chaque multi-indice /3 avec 1 /3 1 < 1 et pour chaque 
nombre naturelp; toutes les dkrivees partielles consider&es sont supposees continues 
par rapport au 2n variables (x, t) pour 5 # 0, x E Rn. 
Notre premier resultat (partiellement remarque saris demonstration dans 
[l]) est le suivant : 
40913013-4 
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THBOR&ME 1. Soit a (x, 5) un sy m o e au sens de la D$nition et soit b 1 
;‘(A, 5) =~ (2~)-“/~ 1 e-i”‘“a’(x, 5) dx, t=+O, XER~ (2.5) 
[cette intigrale est absolument convergente vu que d’aprds la (2.4) - avec 
a = (0 ,..., 0), /3 = (0 ,..., 0), on a, Vp = 1, 2 ,... 
Pour lEl=l, xeRn 
par homogt%atW on a la mCme relation vkijt!e pour tout LJ # 01. On a alors 
(i) (1 + I h 1”)” I G’(A, .$)I < C, , pour X E Rn, 4 # 0, p = 0, 1,2 ,... ; 
(ii) (1 + I A 12Jp I cl’(h 5) - W, $1 -c C, I t - 7) I (I t I + I r] I)-’ 
V [, r) E R” - {0}, h E R”, p = 0, 1,2 ,... ; 
(iii) I a(w 0 - da, dl < C I t - rl I (I E I + I rl IY, 4, 7 # 0; 
(iv) I(1 + I h 1”)” D@‘(k 5)l < C, , h E R”, 4 # 0, p = 1, L.; 
Dhi = alahi . 
Nous dkmontrons avant tout, dans le m&me temps les points (i) et (iv). 
Remarquons les formules immkdiates : 
(1 + \ h I”)” ci’(h, E) = (2~)~~‘~ J e-iz’A(l - A$ a’(x, 5) dx (2.6) 
(1 + 1 h 12)” DA,ii’(X, .$) = (2+“j2 s e++(- ixJ (I - Q a’(x, f) dx (2.7) 
oii A, = ayaq + .-a + ayax,2 est l’opkrateur de Laplace en n variables. 
On obtient alors : 
(1 + I h I”)” I q4 S)l 
< c J‘ (1 + I x I)n+l I(1 - AA9 a’@, 01 (1 + I x 1)-“-l dx (2.8) 
< c 
s 
(1 + I x 1)+--l dx = cz; 
(1 + I h I”>” I DA~~‘(& 01 
< c s (1 + I x j)nf2 I(1 - A$’ a’@, 511 (1 + I x I)+’ dx (2.9) 
< h3 * 
On dkmontre maintenant l’inCgalit6 (ii). La dkmonstration de l’in6galitC 
(iii) est similaire (et plus simple). 
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On a bidemment 
(1 + I h lZ)” [a’(& 47 - q& $1 
= (2~r)-~/~ ,j- e-‘“‘“(I - d,)P [a’(~, f) - a’(x, T)] dx (2.10) 
= (27r)W2 1 e-iz.A(l + 1 x /)n+l(I - 4)P [Q’(X, 4) - 4% $I(1 -I- I x I)-“-’ h 
Si l’on appelle 
&lb, 0 = (1 + I x I)n+l(I - &JP 4% 63, 
on deduit de la (2.10) que 1’01-1 a
(2.11) 
(1 + I x I”)” I q4 !t> - a”‘(4 $1 -=c  /(I + I x l>+l I &I@, 5) - b,(x, 1111 dx 
(2.12) 
NOUS allons demontrer maintenant le 
LEMME 2.1. II existe une constante c > 0, inde’pendante de 5, 71 E An - {0}, 
x E Rn telle que l’on ait 
I U% 4) - 44% dl < c I 4 - rl I (I e I + I 17 l)-1, 5, rl # 0, x E R”. 
(2.13) 
On remarque avant tout que b,(x, t.f) = bJx, 6) pour t > 0, et que les 
d&iv&es partielles D,a @%,(x, 8) existent et sont continues pour x E R*, 
f E R” - {0}, chaque multi-indice 01 = (01~ ,..., ol,J et chaque multi&dice /3 
avec IpI ,( 1. 
Posons maintenant [/I 4 I = 5, v/l 7j I = j.~; on a I 5 I = I p I = 1 et aussi 
Cvidemment b,(x, 6) = b,(x, Q, b,(x, v) = &(x, p). 
On a d’autre part que 
161 
= Ifl+l?lc+ 111+1771 lql (-&I* 
et remarquons que 
I51 
III+ITl+ l2l?,l =I. 
* On commence ici par mettre des flhhes sur C: et p pour indiquer qu’ils sont des 
vecteurs dans R”. 
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On peut alors demontrer que l’on a : (voir par ex. [7]).* 
I K i- (1 - 4 (- IL)/ > 4 I r + (- 4 
pour (2.14) 
l<l=lfl=l et 0<8<1. 
On aura done dCmontrC la (2.13) d&s que l’on prouve que l’on a : 
I b&9 0 - b,(x, $1 < c I f - rl I pour XER”, I[j=lrlj=l. 
(2.15) 
Dans le cas contraire (on raisonne par absurde), il existe trois suites 
Wlm C R”, (&X, (PX, avec / fk 1 = 1 qk / = 1 telles que l’on ait : 
I ux, ) &A - U% 9 %)I > k I 64 - 77k I * (2.16) 
On peut supposer, en prenant des sous-suites convenables (mais saris chan- 
ger de notation) que 
i-2 5k = to , $ym rlk = 710 , I501 = lrlol= 1. 
Mais on a 
zyg I b(x, a < a d’apres la (2.4) avec IBI =a 
IEl=l 
De la (2.16) on deduit done que 
I 5k - Tk I < J- SUP I Ux, 511 
k ;cg 
et done to = rlo * 
‘1 
On a d’autre part (formule des accroissements finis) 
b,(x, , &J - b,(xrcT 4 = (L - QJ . gr:d b,h s Cd 
oh grad6 b,(x, , c,) est le vecteur de composantes 
et 
Ck = 4&c + (1 - 6x) ?k , 0 <e, < 1. 
(2.17) 
(2.18) 
(2.19) 
(2.20) 
* Dans le cas de R2 une dhonstration g6omCtrique de 2.14 now a 6tC indiqube 
par M. G. Park. 
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Remarquons que l’on a : 
(2.21) 
si 1 5s 1 = 1 et 6 > 0 est assez petit. 
En effet 
et d’aprb la (2.4) on deduit : 
Maintenant vu que b,(x, 6) est homogene d’ordre zero, il resulte que 
&bp(x, 8) est homogene-d’ordre - 1. On a done, pour arbitraires t # 0, que 
abP(x, E) 1 - = -a&, x, 6 . 
ati 151 ( 1 
Par consequence, 
ce qui donne la (2.21) puisque 1 5 1 > 1 [,, 1 - 1 5 - 5, I > 1 - 6. 
On derive par consequence l’inegalite [Corollaire de la (2.16) et de la (2.20)] 
au moins pour k assez grand pour avoir tk et Q dans un petit voisinage de f,, 
puisque alors les ck seront dans le m&me voisinage. On obtient une contra- 
diction qui demontre le Lemme 2.1 et par la (2.12) le ThCoreme 1 se trouve 
ainsi completement demontre. 
3. SYMBOLES GBNBRALISBS 
Dans ce qui suit, seront considerees certaines classes plus g&kales de 
symboles. Des conditions sont imposees sur la transformee de Fourier 
partielle G’(A, [) plutbt que sur la fonction a’(x, 6) m&me. En plus la condition 
d’homogeneite a (x, t[) = a(x, 6) pour t > 0 est remplacee par certaines 
inegalites. Soit done de nouveau a(x, 5) une fonction mesurable B valeurs 
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complexes definie pour x E R”, E # 0 et on suppose avant tout que l’on a : 
(3.1) 
existe, on a : 
I 4w 5) - 4aA 77)/ < c I 5 - 77 I (I E I + 1.7 1>-1, (3.2) 
Vt,rl#O, et I 4% 01 < c, t # 0. 
Soit a’(x, 6) = a(x, t) - Q(~I, f); on suppose que a’@, 6) EL~,,,(R,“) V[ # 0. 
En plus on suppose que a’(~, 6) engendre une distribution temper&e, 
c’est-a-dire que Ju’(x, t)+(x) dx < a3 p our chaque +(x) E Y(R”) et 5 # 0 
et que limn+- j a’(~, 5) &n(x) dx = 0 quand ($n(~))r E Y + 0 dans Y (c’est- 
a-dire supZ&n I(1 + / x 1”)” D”c+~(x)~ -+ 0 pour ?z -+ 00, vp et CL = (~11 ,..., a,) 
fix&). 
On definit alors la transformation de Fourier partielle Z(X, 0 - avec 
un abus de notation - ii’(X, 5) &ant pour chaque .$ # 0 une distribution 
temper&e par rapport a X - moyennant la definition habituelle 
Dans ce qui suit on fait sur ci’(h, 5) des hypotheses suppkmentaires : 
notamment on suppose G’(A, 5) mesurable definie pour chaque 4 # 0, et 
presque partout par rapport a h E R*, l’ensemble de mesure nulle exceptionnel 
ne dt?pendunt pas de [. Ensuite on suppose : 
sup 
feR"-(0) 
I a’@, 6)I = h,(h) ( co, (3.4) 
presque partout en A, 
sup 1 CT’@, 4) - ci’(h, q)j ’ :; t 1;“1’ = K,(X) < q (3.5) 
s,w 
p.p. en A. 
Les dCrivCes partielles 
$ d’(A 0, existent pour j = 1, 2 )...) n, 
3 
et on a la relation, 
gt g q4 E) 1 = km < a, I p.p. en A, 
j = 1,21..., n. 
(3.6) 
(3.7) 
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Evidemment les fonctions K,(X), k,(A), ks(A) sont mesurables et dans les 
differents theoremes qui suivent on posera differentes conditions sur ces 
fonctions k&t) selon le cas. 
4. OP~RATEURS PSEUDO-DIFF~ENTIELS: PREMIERS RBSULTATS 
Soit a(x, E) un symbole tel que 1 a(x, t)] < c, 5 # 0 et vtrifiant la (3.4) 
avec k,(h) E Lr(Rn). Soit u E 9” telle que u’ E Lp, p >, 1. Considtrons un 
optrateur &(x, 0) dtfini sur l’ensemble de ces u (qu’on peut appeler F-l(U), 
F-l &ant la transformation de Fourier inverse). L’image de F-r(LP) par 
A?(x, D) sera encore dans F(L*). 
Definissons done, pour u EF-~[L~(R”)] : 
d(x, D) u = F-l [a(,, 5) C(t) + (257)-‘@ 1 ii’(f - r),7) r-i(7) dq] . (4.1) 
Naturellement il s’agit de montrer que si u E 9 et tl E LP, alors 
u( co, 5) ~(5) EL”, et (27r)-*lz J ~‘(8 - 7,7) G(7) d7 E Lo aussi. 
Pour le premier terme cela est evident. 
Nous avons ensuite : 
j (2+@ j- a”‘(f - ~7) El”(7) 4 1 < c j k,(E - 7) I WI drl>* 
et par consequent (Theoreme de Young) 
5. L'OP~ATEUR &(x1 D) DANS LB ESPACES H, 
Rappelons (voir par ex. [3]) la definition des espaces H, . ConsidCrons 
I’ensemble des distributions tempCrCes T E Spr, telles que (1 + 1 e lz)Jjz 
rp'(O ~-WV% P recisement ri’([) est localement integrable et 
[j- (1 + I f I”>” I %9” dt]1’2 = II TII, -c 03. (5.1) 
* Cette intbgrale est convergente presque-partout en 5 E R”, d’aprbs un ThBor&me 
connu de Young. 
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On demontre que l’ensemble de ces distributions forme un espace de 
Hilbert complet si le produit scalaire est defini par 
On remarque immediatement que pour tout nombre reel s on a 
9’CHSCY’ (5.3) 
et on peut demontrer que H, est le complete abstrait de Y par rapport a la 
norme (5.1). On Ccrira pour abrhier I/ lls au lieu de 11 /IH,. Pour s = 0 (1 /I,, 
Cquivaut - en vue du Theo&me de Plancherel - avec la norme L2(Rxn). 
Donons maintenant un simple 
LEMME 5.1. Soit* p et q deux nombres re’els. Alors si k(X) est une fonction 
mesurable telle que (1 + / X 12)p k(X) EU(&~) Z’intLgraZe 
u,,dt) = j (1 + I 5 - r) I”>” 45 - 4 (1 + I rl 12F2 I WI drl, UEH, 
(5.4) 
est dt;Jinie presque-partout en 5 et on a E’inlgalitt! 
II up,, Ilo < IIU + I X I”>” WI, II u llHg (5.5) 
On a maintenant le 
TH~~OR&ME 5.1. Soit a(x, 5) un symbole azlec I a(oo, 4)1 < c et uhrifant la 
(3.3) awec (1 + I h Iz)jsl/2 k,(h) EU(R”), s ktant un nombre r6el fixi. On a alors 
pour l’ophateur &(x, D) de”ni par la (4. l), l’im&alite’, 
II d(x, D) u l&a < c II u IIHs + I(1 + I X 12)‘s”2 k,(4ll,, II u l&t 3 VUEH~. 
(5.8) 
Dt!monstration. Si u E H, on a (1 + I 5 jz)sjz C(E) E,F. Ensuite on a 
(I + I 5 l2)8/2dG5 u(f) 
= a(a, 6) (1 + I 5 12)s’2 c(E) 
+ (27W2 j (1 + I 5 l2)9’2 (1 + I rl I”>-“‘“~‘(~ - rl, rl) (1 + Iv 1’)s” +d &. 
* Rbsulte imrkdiatement du ThCorbme de Young d&j& consid&& 
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On a tvidemment 
II a(cQ, 0 (1 + I 5 12Y2 %)11,2 < s-g I a(w 01 II u lip * 
Remarquons aussi I’importante intgaiite (voir [I] [3]) valable pour tout 
nombre reel s et 5, 7 E Rn : 
(1 + 1 E /2)9’s (1 + I ?j 12)-S/2 < 214’2 (1 + ) .$ - v [2)iSI’2. (5.9) 
Par consequence on aura : 
< c I (1 + I 5 - rl 12)‘s”2 k(6 - 4 (1 + I ? 12)s’2 I u”(rl)l &. 
En appliquant le Lemme 5.1 pour p = 142, 4 = s on derive le resultat 
voulu. 
6. LE COUPLE A(x, o), d(x, D) 
Un second operateur associe a un symbole (genCralisC ou non) a(x, 5) 
est defini moyennant la formule 
On dtmontre comme pour l’operateur J/(X, 0) : premikement le 
THBOR~ME 6.1. Soit a(x, E) urz symbole, I a(~, 5)1 < c et la (3.3) est 
vt%$i&e uvec k,(T) E L1. Alors A(x, D) applique uvec contim& F-l(Lp) en soi- 
m&me pour p > 1. Plus prkisLment on a l’int!gulite’: 
II Ah D) u Ilp < gt I a(~> 6% II u” llLp + (27F2 II k, IILl II u” IL.’ , 
Vu E F-l(Lp). (6.2) 
On a aussi avec la m&me demonstration que pour I’operateur &(x, D) le 
THBOR~ME 6.2. Soit u(x, 5) un symbole vh@zt 1 a(~ E)I < c et la (3.3) 
uvec (1 + 1 X 12)15f/2 k,(h) ELI. Alors A(x, D) est une application ZintGzire con- 
tinue de H, en soi-mgme. Plus pr&ist!ment on a l’int!gulite’ : 
II 4x9 D) u 11~~ < zx I a(~, E)I II 2~ 11~~ + IIU + I h 12Ys”2 W) II ~1 II u 1b.q 
(6.3) 
pour ckuque u E H, . 
532 ZAIDMAN 
On s’occupe ensuite de la difference A(x, D) - &(x, D); sous des hypo- 
theses convenables sur le symbole a(x, 6) on demontrera : 
(1) que c’est une application lineaire continue de H,-, dans H,; 
(2) que c’est une application lintaire compacte (completement continue) 
de L2 dans L2. On a precisement le 
THJ~OR~ME 6.3. Soit a(~, [) un symbole v&$znt 1 a(q 5)1 < c, la con- 
dition (3.3) avec (1 + / h 1 ) - 2 Is 11/Z h,(h) e L1 et la condition (3.4) avec 
(1 + 1 x 1a)(lsl+r)/a k,(X) ELI. on a UZOYS 
ll[4% D) - 4% WI u IIH, < c II u llH,-l 3 Vu E H,-, . (6.4) 
La condition sur k,(h) nous assure que A et d sont des applications 
lineaires continues de H,, en soi-m&me. Le resultat exprime en (6.4) est 
obtenu sous l’hypothbse additionnelle (3.4) du Thtortme 6.3. 
Dtkonstrution du Thboortme 6.3. Remarquons l’CgalitC-conskquence de la 
definition des operateurs A(x, D) et .&(x, D) 
(1 + I 5 12)s’2 (Zu(S) = 
@V2(1 + I5 12)s” x j WE - ‘I, 6) - 4-6 - rl, ~11. +I) 4 
= (27$-“/a j (1 + I 6 1s)s/a (1 + / 7 /a)-+ (6.5) 
x (L?‘(f - 7, f) - a’(5 - 7,~)) (1 + 17 12)s’2. u”(q) dq = U,(t). 
En appliquant la (3.4) on dtduit 
et d’autre part on applique la (5.9) et aussi l’inegalite ClCmentaire (voir [l]) 
l-f-71 < l + ’ f - 17 ’ < c(l + 1 ( - 7 12)1/2 (1 + 1 7 12)-l/2. 
141+1~1‘ 1+1711 
(6.5-bis) 
On en dCduit la suivante majoration pour I U,(t)1 
I ~&?I < c j (1 + I ‘t - rl I 1 2 ISlj2 h,(f - 7) (1 + 1 5 - 7) ]s)r/s (1 + ] 7 12)--1/s 
~(1 + I rl 12Y2 I WI 4 W) 
= c 
s 
(1 + I f - v j2)(lsl+l)/2 k,(f - 7) (1 + ( rl ]*)(s-~)/~ ] rZ(q)( dq. 
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Si l’on applique maintenant le Lemme 5.1 avec p = ([ s 1 + 1)/2, 
q=s - 1, on dCduit 
II u,(~>ll,s < c ll(l + I X 12)(‘s’+1)‘2 k,Nl,l II u /ls-1; (6.7) 
on a le rCsultat cherchb puisque II UII([)11L.2 = Ij(A - &) u JIH,. 
On a maintenant le 
T&OR&ME 6.4. Soit a(x, 5) un symbole vt+ifiant a(c.~ 0 = 0 et les 
conditions : 
(3.4) avec k&I) E L1(Rn) n L2(Rn), limu+rtm k,(h + w) = 0, 
V' = 1, 2,... n, ej = (O,..., Ii , O,..., 0) duns R*; 
(3.5) avec (1 + I h j2)“” k2(X) ELM, k,(h) l L2(Rn) 
(3.6)-(3.7) avec k,(h) eL1(Rn) n L2(Rs). 
Supposons a& que Vx E Rn, 6 # 0, on a : 
Alors E’opt%ateur A(x, D) - ,02(x, D) est compact (complhement continu) de 
L2 dans L2. 
On commence la dbmonstration par certains critbes de compacitk 
LEMME 1. Soit S un ensemble duns L2(RGn) tel que si l’on indique avec 
u’(t) la transformie de Fourier-Plancherel de toute u E L2(R,“) on a pour tout 
R >Ojixe’ 
I’:po I,,,,, I Yt + T) - f4f)12 dt = 0 (6.8) 
uniformhent pour u E S. On a aussi un u > 0 tel que 
s (1 + I 5 W I ~(~)I2 d5 < c, VUES. (6.9) 
Alors S est relative-t compact dans Lz(R,n). 
Puisque la transform&e de Fourier-Plancherel est un opkrateur unitaire 
dans L2(R”), il suffit Cvidemment de dkmontrer que l’on a le 
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LEMME ~-BE. si 6 ={V(.$)} t es un ensemble de fonctions mesurables, telles 
que pour un (5 > 0 
s 
(1 + / t 12)u I V(f)l” de < c et VR > 0, T E R”, (6.10) 
et l’on a, VR > 0, r E RQ, 
(6.11) 
uniformkment pour V E 6; alors 6 est relativement compact dans L2(RCn). 
Le lemme I-bis sera une consequence dun theoreme classique de Marcel 
Riesz combine avec une inegalite Clementaire simple. Rappelons ici le 
THI?OI&ME DE MARCEL RIESZ. Un ensemble 6 dans L2(R& est relativement 
compact si et seulement si l’on a : 
“v”g j I J%!)12 dE -=c 00; (6.12) 
E 
/jr0 j I V(t + 7) - W)12 dt = 0, uniform6ment pour VIE; (6.13) 
lim 
Rtm s ki>R 
I V(f)l” dE = 0, uniformiment pour V E 6. (6.14) 
NOUS pouvons donner maintenant la demonstration du Lemme 1-bis. 
Puisque (6.10) implique evidemment (6.12), remarquons aussi qu’on a de 
(6.10) pour chaque R > 0, j 151,R (1 + I 6 12p I v(6)/’ dl < c si V E d done 
s I JTW df < ~(1 + R2)-o, WE&, (6.15) iEi>R 
ce qui donne (6.14). 
Remarquons ensuite l’inegalite suivante, valable pour R > 0 et 7 E Rn 
avec 1 7 / < 1 
J, ,E,>R+l 1 v(t + T> - %?I” dt < 2 j,,,,,,, 1 v(t + T)I” dt 
(6.16) 
+ 2 j,,,,, I %Y d.5. 
En effet, puisque 1 a - b j2 < 2 ( a I2 + 2 1 b 12, on a 
s ICIBR+l 
1 v(t + T) - v(t)i2 dt < 2 j,,,,,,, 1 v(t + T)I” d5 
(6.17) 
+2s , ,E,,R+l I WV @- 
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D’autre part, on a l’inclusion 
(E;I4I>~+l}C{~;I~+~l~~}, VTEJ@, lTl<l. (6.18) 
En effet, si ( 6 1 > R + 1 et 17 ( < 1, on deduit que 
~~+TI>I~I-I~I>R+~-I=R. 
Par consequence 
1, ,C,,R+l I W + TV’ d5 < I,,,,,, I V(f + 41” &, si I7 I < 1 
et de la (6.17) il resulte que pour 1 7 I < 1, on a 
<2 J ,c+ ,>R I J’(t + 41” d5 + 2 j,,,,,,, I W)12 dt 7, / 
<2.i ,E,>R 1 v(812df + 2 j,,,,, I W)l” &T / I 
(6.19) 
=4j I %?I” d6 < 4c(l + R2)-~, v E 8. 
IEI>R 
11 en resulte pour chaque R > 0 et I 7 I < 1, 
j 1 v(e + T, - v(~)12dt < 4c(l + R2)- + j,,,,,, 1 v([+T)-- V(c92d~ 
VEb, R > 0. (6.20) 
Pour E > 0, prenons R, tel que 4c(l + R2)-~ < e/2 : ensuite prenons 
aR, Etel que~IcfcRI v([ $-T) - v(t)12 dt < 42 si 17 1 <6$ E(COnfOrmement 
A l’hypothese) il resulte VE > 0 un S(E) tel que 
Le Lemme I-bis est done dt!montrt!, et le Lemma 1 aussi. Passons ensuite a 
la demonstration du ThCoreme (de compacite) (6.4). 
Soit T = A(x, D) - x2(x, D) et L2 un ensemble borne dans L2(Rn); on 
demontre que T(Q) est relativement compact dans L2(R”) ou bien que 
?@) = {s(t), u E Sz} est relativement compact dans L2(R”). 
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Par le Theo&me 6.3 (avec s = l), on a 
lI(A - d) u Ill < c jl 24 (” , (6.21) 
alors l’ensemble (%} u ESZ est borne dans L~l.+iel*)(*). 11 nous suffit done 
de demontrer (en vue d’appliquer le Lemme I), que l’on a VR > 0, 
la relation, 
(6.22) 
uniformkment pour u E Q et cela resulte d&s que l’on a dCmontrC les deux 
relations, 
(6.23) 
valables pour chaque R > 0 et uniformement pour u E Q. 
Commencons par le 
LEMME 2. On a pour chaque R > 0 fixC 
/jr0 I,,,,, I &5 + 7) - &!)I2 45 = 0 (6.25) 
unifor~‘ment pour u E Q n 9. 
Nous utiliserons le 
LEMME AUXILIAIRE 2.1. Si le synbole a(x, 5) awec a(CO, .$) = 0 vkife 
(3.3) avec k,(A) ELI, on a, pour l’opt%ateur A(x, D) associe et pour chaque 
u E Y la formule de reprt%entation 
Am(t) = (277)-“1” 1 e-iZ.G(x, 6) u(x) dx, VUEE. (6.26) 
En appliquant l’hypothese du Theo&me on a 
4x, 5) = (2x)-n12 j efg’%(A, 6) 0%; (6.27) 
* L,$e, est I’espace des fonctions mesurables f(t) telles que J!*(f) ~(0 d[ < co. 
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alors par conskquence, pour u E Sp on a : 
s e+%z(x, 5) u(x) dx = (2~)-~/~ 1s e-iz.(t-A)ci(h, 6) u(x) dx dh, (6.28) 
qui est une intkgrale absolument convergente. Pour t - h = ,U on dCrive 
(2~)-~/~ j e@%z(x, E) U(X) dx = (27r-n 11 e-i*‘%([ - ,u, 5) u(x) dx dp 
= (2442 j (?(5 - p, () 
x [(2~r)-+~ j e-i5’%(x) dx] dp 
= (W-“‘2 j 4t - CG, 6) W dp 
ce qui donne le Lemme auxiliaire 2.1. 
En continuant la dkmonstration du Lemme 2, d’aprb le Lemme auxiliaire 
2.1 on dCrive, pour u E 9’ que : 
X(5 + 7) - X(5) 
= (2r)-n/2 j e-iw(c+T) a(x, 5 + T) u(x) dx - (27r)-n/2 j e-+%(x, 8) U(X) dx 
= (277)-n/z j [e-iz’(f+7) - emig’q a(x, 5‘ + T) u(x) dx 
i- (2+“/2 j e+'[U(X, 8 -f- T) - u(X, 5)] U(X) dx = I#, T) + &(& T). 
On a ensuite : 
(6.29) 
< c [j 1 e-iz’r - I I2 1 u(x, 8 + T)I” dx]1’2 (1 I u(x)]” dx)1’2. 
On a tkidemment 1 e-ir’r - 1 I que < I x 1 I 7 1 . 
En effet 
I e- i3G’T - 1 1 = 1 coa x . 7 - 1 - i sin x ’ 7 1 = 2 j  Sin ?I. 
Maintenant, si F(U) = sin OL - (II +F’(oL) = cos a - 1 < 0 -+8’(a) < 0 si 
01 > 0, F(a) > 0 si CY < 0; done, sin 01 < 01 si 0 < OL, sin 01 > (Y si 01 < 0. 
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PourO<~<l,sina:>Odonc~sincu~<~ol~;poura>l,~sin~~<1<ol 
pour 01 < 0, sin OL == -- sin(-- a); i sin 01 1 sin(- a)\ < I 01 ( . Cela donne 
Ensuite, puisque u E a, il y a une constante c, telle que pour u E Sz, on ait 
[J 1 24(x);” dx]1/2 < c. Done pour 24 E Q n .Y 
(6.30) 
Pour majorer cette derniere indgrale, nous demontrons le 
LEMME AUXIISAIRE 2.2. Dam les hypoth&es du Thborkme 6.4 on a 
I I x ,2 1 a(x, [)I” dx < c. 
En effet, on a pour chaque 5 f 0 et Vj = I,2 ,..., n 
- ix&x, () = (2?~)-%/2 j ei”‘A $- d(h, f) dh. 
3 
(6.31) 
L’integrale Q droite est absolument convcrgente par la (3.6)-(3.7) et la 
condition k,(h) ELM; 1’CgalitC s’obtient en integrant par parties par rapport a 
la variable Xi . 
En appliquant le theoreme de Plancherel pour chaque .$ + 0 on aura 
et done par la (3.6)-(3.7) et k,(h) E L2, on a 
s 
/ x ;2 1 a(x, 6);” dx < c j k;(h) dh < cl (6.32) 
done le Lemme. 
Par consequence, I Ir(5, T)\ < c / T I et ~~~~~~ I Ir(f, T)\” dt < CR 1 7 j2, 
uniformement pour u E Q fT 9. 
Si l’on vcut maintenant majorer 12(4, T) on remarque que l’on a 
j 12(t, T)! < c [I j U(X, 5 + T) --- U(X, t),” dx]“’ [J ) U(X)/” dx]l” 
< Cl [ jRn 1 a(% 5 + T >  - a(% 6%" dx]1'2 
(6.33) 
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Remarquom avant tout la convergeme de cette intkgrale. En effet, on a 
supposC la formule de reprksentation, valable pour x E R”, f # 0 : 
done 
a(x, t) = (27r)+iz /ebzsAa(h, 8) dA, VW 
et 
1 I 4, 0” dx = $ I a”(/\, ()I2 dh, VEER”-{O} 
j / d(h, l)j” dh < j. k12(h) dA, Vf E R” - (0). 
Une seconde majoration simple : de 1’CgalitC Cvidente 
a(x, [ + T) - a(x, [) = (27r-“j2 1 e-iz’A[a”(h, 5 $ T) - 5(X, S)] dA 
on dCduit par le thCo&me de Plancherel 
1 I 4x, E + 7) - 4x, [>I2 dx = j I 2(X, 8 + T) - ii@, ()I2 03. (6.35) 
Rn 
De la (3.5) on dCduit : 
(6.36) 
et par conskquence on a : 
1 I a@, S! + T> - a(~, [)I” dx < /--$I k2*(4 09 = c 3, (6.37) 
R- I 
pour tout f#O et TERN. 
Par consCquence 
ITI 
I I,(& 41 < c w 9 pour tout .f#O, rgRn. 
Maintenant pour R > 0 tkC on a 
41” d5 
(6.38) 
4a9/30/3-5 
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On utilise la majoration, 1 Ia([, T)] < c 1 r l/f f 1 , seulement dans l’estima- 
lion de I’indgraIe 
Quant a l’intkgraie sIcIC1/~ j Iz([, 7)12 dt; remarquons qu’on a [de (6.3311 
et de (a - 6)2 < 2() a I2 + 1 b Ia), 
I I,(55 711 < c [j [I 4% 6 + 41” + I a(x * aa q2. 
Ensuite comme on a dkj& vu, on a : 
j I a(~, <)I” dx = j I a(& t)l” dh < j- K12(h) dh = c, , 
done I I,(& T)I < c; et par conskquence, 
1 
Ainsi 
Le Lemme 2 est ainsi complktement dCmontrC. 
On a un rCsultat pareil pour I’opCrateur &(x, II), notamment le 
LEMME 3. On a 
untjwm’mt fxmr 21 E B n 9, 
On a en effet d’aprks la (4.1) [pour ie cas oh a (03, 4) = 0] 
(6.40) 
(6.41) 
(6.42) 
(6.43) 
644) 
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et 
I ~CS + T) - ~(01 < c II u 11~~ (j I ~(5 + T - rl, rl) - ri(f - rl, T)~2 dl)lia 
(6.45) 
-=c c (j I q5 + 7 - ‘I, 7) - qe - ‘I, 17)12 q2 
siuEQn.9. 
Appliquons maintenant la formule de Lagrange & c?(h, 7) : 
&t + 7 - ‘I, 7) - a”(5 - 7, ?I> = (T, g?d +t - rl + 8~~~1) 
on en dtduit d’aprks les hypothkses du ThCor&me, la relation 
et done 
done 
(j 1 G(f + 7 - '7, 'I) - d(t - 7s V>l" d$'2 
< 1 7 1 (j h32(6 - rl + flT) d?)'jz = c 1 T 1 
et 
1 A(‘! + T) - &([)I” < C 1 7 I2 pour UEQ!nY 
(6.46) 
A ce point, la dkmonstration du thCor&me de compacitk 6.4 sera une con- 
stquence du 
LEMME 4. On a pour chaque R > 0 
(6.47) 
(6.48) 
unz~om’ment pour u E Q = ensemble borne’ dam L2(Rn). 
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Ce Iemme est un corollaire des deux Lemmes precedents ainsi que de la 
densite 9’ dans L2 combinee avec les theoremes (5.1) et (6.2) pour s = 0. 
(Voir Appendix.) 
Remarque 
Cas : a(m, 4) # 0. Ce cas se reduit au precedent. On a 
A = A(c0, D) + X(x, D), .%I = d(c0, D) + aqx, D), 
A(c0, 0) u = F-l(a(co, 6) zi(5)) = d(oo, D) zf, A-d=A’-SF, 
vu que A(oo, D) = a(~, D); le ThCoreme 6.4 est done vrai saris que I’on 
demande a(oO, f) = 0. 
7. UNE CLASSE SP~CIALE DE SYMBOLES GI?N~RALI&S 
Pour les resultats qui suivent, nous allons considerer une classe speckle de 
symboles non homogtnes, ceux que nous avons defini notamment dans le 
travail [5]. Appelons done avec 9 la classe des fonctions mesurables B vaIeurs 
complexes, definies pour (x, 5) E R,” x R$ - (0}, telles que 
4w 6) = ,$;r, 4x, 0 existe, et on a I a(a, 01 -cc, 5 # 0, (7.1) 
on a l’inCgalit6 : 
I a(m t) - a(a, 41 < c I 5 - 7 I (I 5 I + I rl I>Y, 
la fonction 
V& q # 0, (7.2) 
a’(%, 4) = a(%, t) - a(ah 6) d&nit vt # 0, (7.3) 
une distribution tempCrCe dont la transformee de Fourier partielle l?‘(X, 5) 
est, pour tout 5 # 0 une fonction mesurable de X E Rn jouissant de la pro- 
priCtC suivante : 
11 existe une fonction ka (h) (dependant de a (x, 5)) telle que 
(1 + I h 12)p W) E.W?). vp = 0, 1, 2,... (7.4) 
et les inegalites, 
I Z’(A 01 < w4, 5#0 (7.5) 
I q, 5) - q4 41 G 44 I E - 7 I (I s 1 + I r) VP ‘511 #O (7.6) 
sont verifiees. 
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On a la representation : 
a’(% if) = (2~)~~‘~ 1 eiz’*ci’(/\, .$) &, (7.7) 
pour tout 5 # 0, x E Rn. 
Avec ces definitions, nous pouvons demontrer le 
TH~OR~ME 7.1. Soient a(x, Q, b(x, 5) des symboles de 2?. Alors on a 
(a) si ~(x, 6) est le complexe conjugue’ de a(x, f) ahs a(x, 5) E~Y auk, 
(b) si (Y, /3 sont complexes, alors wz(x, 5) + /3b(x, [) E@, 
(c) le produit c(x, S) = a(x, 5) * b(x, f) ~9 aussi. 
La propriete (b) &nt immediate, nous allons demontrer (a) et (c). 
La demonstration de (a) est facile si l’on remarque, par les calculs habituels 
de la ThCorie des Distributions que db que l’on a 
Pa’) (4 5) [v%Vl = J+ d’(k I) 9W A, V+ E 9(Rhn) et 4 # 0 
alors, 
et naturellement la fonction mesurable z( - h, 4) verifie les memes proprietes 
que a’(& 5). 
En passant ensuite 2 la demonstration du (c) nous commencons en suppo- 
sant a(cO, 8) = b(co, 6) = 0; on a done c(co, 4) = 0; par les propriettb 
(7.1~(7.7) on derive que 1 Da(x, 01 < c, x E R”, I # 0; les fonctions 
&Wx, 0, Dfi6b(x, 5) sont des fonctions continues bomees sur 
Rz” x (4” - @I); on peut multiplier a(x, 0 avec b(x, 5) et le resultat c(x, 4) 
definit encore pour chaque 5 # 0 une distribution tempCrCe sur R,*. 
Demontrons que si l’on appelle (82) (A, .$ sa transformee de Fourier, on a 
Prenons en effet 
?‘(A, 6) = (2’7)-“‘2 j-- @ - p, 5) &(/A, 6) dP, t # 0. 
(74 
L’expression sous le signe integral est majoree en valeur absolue par 
k”(h - p) KQ); puisque R”, Rb E L1, l’indgrale Kc(h) = s ka(A - CL) Kb&) dp 
appartienne B L1 aussi. 
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Par consequent 1 y(h, [)I < kc(h), 5 + 0, d one est majorCe par une fonction 
sommable. Aussi pour tout [ # 0, y(h, 6) est mesurable en X; done 
En effectuant la transformke de Fourier inverse on dCduit 
(257)-+ j @‘zy(X, E) dh = (27r-” j &-~)‘~~(X _ p, ,f) 1 j ei~.~&p, 5) dp) d 
= a(x, 5) b(x, 5) d’aprhs (7.7), Vf # 0, x E R”, 
done F[a(x, 6) b(x, E)] = y(h, 5) (au sens de 9’). 
On a done 
Dkmontrons qu’on a (1 + 1 h 1”)” k”(h) ELM, Vp = 0, l,... . 
En effet 
(1 + I h I”)” 44 = j (1 + I X I”)” W - ~1 W4 4 
= 
I 
(1 + I h 121P (1 + I cL ,“)“W - I.4 (1 + I El I”)“wP.) 6 
< 2~ s (1 + I A - p I”)” ka(A - PL) (1 + I P 12)” ~b(~) 4. 
Puisque (1 + I X 1’)” R”(X) ELI, (1 + ( p 1”)” k”&) EU, il r&ulte que le 
produit de convolution exprimt dans la dernikre intkgrale est encore dans L1. 
Dkmontrons enfin la (7.6) pour kc(X); on a 
;(A> 8 - C@, 71) = (274~“‘” j- d(h - p, 4) 6(p, 5) dp 
- (27F2 j &(A - II, 71) &P, 4 dcl 
= (27+“‘2 j b@ - P, 8 - W - p, T)] 6(p, E) * dp 
+ (277F2 j a-@ - II> 4 (h,, 0 - &P, 4 dcL, 
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et par consCquence, 
De la m&me facon on examine le cas g&k-al oh a(~, 5) + 0, b(co, 4) + 0. 
Le thCor&me 1 est ainsi dCmontrC. 
8. L'IN~GALITJ~ DE GARDING POUR LES DOMAINES BORN& 
Dans notre travail [5l on dtmontre le suivant 
T&OR&E 8.1. Soit a(x, f) un symbole E B’, 52 un ouvert de R”, fi son 
adhkence. Soit 
la classe des fonctions ind@niment dQj&ntiables dans Rn, 4(x), telles que supp 4 
est compact dans Rn et en plus supp 4 CQ. 
Alors ‘4 E > 0, 3C, telle que 
II A@, D) u II,, < (G + 4 II u 110 + c, II u II-I/CA 9 vu E c,m(c?). (8.1) 
Remarque. On a 
En effet, pour tout -$ # 0 a(x, f) est uniformkment continue pour 
x’ E Izn. Si par absurde, on avait 6. 
KnE = my I a@, E)l > K$ = gy$ a(x, 6)I 
546 ZAIDMAN 
pour un 5 # 0, alors il existerait x,,’ ED tel que : K$ < 1 a(~,4 f)j < Knf; 
d’autre part on a, pour tout x E @, 1 a(x, E)i < K$. Si x,,e E LX2 il existe une 
suite X, E Go, x, ---f x0’; on a j a(~, , 01 < Ki, done, a la limite 
/ u(xOE, t)j < K$ , absurde. 
On a done : 
On peut done Ccrire indiffkremment KQO ou Kn ou Kn tout court. Dans ce 
n. nous allons montrer comment on peut dhduire de (8.1) le rksultat suivant 
THJ$OR&ME 8.2. Soit D un ouvert borne’ dans RQ, Q son adhkence. Soit 
a(x, 5) un symbole au sens de la D$inition, Section 2 tel que l’in&alite’, 
Re 4x, 5) 3 co pour tout x ED et 6 # 0 soit vt+i.4e. (84 
Alors pour chaque E > 0, il existe une constante Y(E) > 0, telle que l’im!alitk 
WA(x, D) u, ujo + ~(4 II u II%,2 > (co - 4 II u 11: (8.3) 
soit v&ij~e, pour toute u E: L2(Rn) telle que supp u C Q. 
Puisque : 
I 4x, 5) - 4~) 4% < I 2 -Y I ~:g I gyd a@, 01 = c I x -Y I, 
CfO 
on a 
I 4% I) - 4x0 , [)I < E si I x - x0 1 < : = S(6). (8.4) 
On a maintenant la 
DJ~FINITION 8.1. Etant donnC un symbole a(x) 5) on dCfinit l’optrateur 
4 congel 0 au point x0 , a(xo , D) moyennant la formule, 
Cet opkrateur applique 9 dans &, H, puisque 
II 4x0 , 0) 11 IL = [j- (1 + I 5 12)8 I 4x,, 6%” I u”(1)12 dt]“’ 
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m que a(xo ,5) n’est pas nkcessairement Mini pour 6 = 0, comme par 
exemple si ai 6) = a(xO) (&/I 4 I), i = 1,2,..., n on peut pas affirmer 
que a&, , D) applique 9’ en soi-m&me; on peut prkiser ce raisonnement de 
la manikre suivante : Soit a(~~ , 6) non dkfinissable continuement dans ,$ = 0. 
Si on avait pour tout u E 9 que a(~,, , f) G(S) E 9’ aussi, on pourrait prendre 
z?(t) E C”(RE”) qui soit = 1 dans un voisinage de 5 = 0; on aurait alors 
a(~, , .f) = u(x~, 0 $8) dans le m&me voisinage, absurde. 
Remurque 1. Si u(x, I) est un symbole EL@!, u(x, , 5) est uussi un 
symbole. On a en effet, si l’on note b”B(x, f) = u(xo , 6) pour tout x E RR, 
e # 0, 
I 4cob I) - bzo@, 7711 = 14x0 3 5) - 4x0 9 41 < c I 5 - 77 I (I E I + I r) I)-” 
comme il rhsulte de 
u(xo , 6) = U(W, 6) + (2~r)-~~~ 1 eizo’%?‘(h, [) dh 
14x0 9 5) - 4x0 9 $1 < I 4% 6) - a(=& ?)I + c f  k”(h) , g + ;i; I d/l 
It-71 
-?51+I~l’ 
Finalement, 
Remurque 2. L’opkuteur B,Jx, D) ussoci6 au symbole b,&x, 6) coincide 
uvec Z’ophteur u(xo , D). On a en effet 
On a maintenant le 
LEMME 8.1. Soit u(x, 0 un symbole ~9, x,, un point de R”, A@, D) 
Z’ophuteur ussocif? b u(x, 0, u(xO , D) Z’ophuteur ussocie’ 6 &(x, 5) = u(xO , 0, 
Vx E P, 5 # 0; ulors k > 0, 3C, > 0 telle que 
IIkW> 9 - 4~ 2 91 u II,, < 2~ II 21 Ilo + C II u 11-m (8.6) 
pour chuque u E Corn(P), sup u C S(x, , 6,) = {x; I x - x0 I < 6,}, S(E) &2nt 
don& duns (8.4). 
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COROLLAIRE. La (8.6) est oraie pour u E L2(Rn) sup u C S(X, , 6,). 
11 suffit en effet de demontrer que chaque telle u est approximee dans la 
norme L2(Rn) par des elements de Corn(F) avec support dans s(x, , 6,). Pre- 
nons en effet 24, = 24 pour 1 x - x0 1 < &(E) < 6(e), u, E 0 pour 
1 x - x0 1 > &(E). On a, 
si I 6,c - 6 1 est assez petit. Prenons ensuite la convolution u,*p, ou 
P,, E Co”“{/ x I < l/n}, s pn dx = 1. Alors u,*p, E Com(x, I x - x0 I < 6,) et 
11 ue*pn - U, llL2 <c/2 pour n(6) assez grand. On deduit II u,*p% - u Ilo <E 
pour n assez grand. 
Prewe du Lemme 8.1. L’operateur 
4, a - 4x0 3 D) = 4, a - qx, 0) 
est l’operateur pseudo-differentiel associe au symbole a(x, 4) - ~,Jx, [). 
Prenons dans le ThCoreme (8.1) Sz = (x; 1 x - x,, / < 8(c);} on a 
done K, < E aussi. Alors pour 6’ = E il existe C’,, = C, telle que 
ll(.& q - R!&% D)) u II0 < cc + 411 24 II0 + ecu II-I/2 
= 2E II 24 II0 + cc II u II-I/2 7 vu E Com(SI) 
done le Lemme 8.1. Nous avons ensuite le 
LEMME 8.2. Si a(x, [) E 23 et Re a(~,, t) 3 co pour un x0 E R*et Vf # 0, 
ulors 
W4x07 J4 u, ujo > co II u II: Vu E L2(Rn). (8.7) 
On a en effet l’egalid de Parseval 
(4x0, 4 u, ~>~t~~n, = (am, $,acRenn, = j- 4x0, 0 zz(l) f-35) d5 
= s 4x0 > 0 I %)I” dt; 
done 
Re(a(x, , 0) u, 4 = Re s 4x0, t) I +5)12 &- 
= s Re 4x0, 5) I WI2 dt Z co 1 I GW d5 
= co II 24 II&, n) f  a 
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On a aussi le 
LEMME 8.3. Dans les hypothkes du Lemma 8.1, pour tout E > 0 il 
existe C, telle que la majoration 
soit v&iJt!e pour toute u E L2, avec supp u C S(x, , 8(c)). 
En effet, on a : 
I Re([A(x, D> - 4x0 , 41 u, do I < IllXx, D) - 4% , D>l u Ilo II u II0 - 
En appliquant la (8.6) on deduit 
I Re([&, D) - 4x0 , D) u, 4 I < 2~ II ~11: + G II u ll-1,2 II u II0 , 
vu E L2, sup u c S(x, , S,). 
On a d’autre part, pour tout m > 0, la relation 
II u II-l,2 II u I/o = 2 6 II 24. 110 & II u l/-1/2 < rJ II 24 II: + &II 24 ll”1,2 * 
Alors 
I ReW - 4x0 , @I u, 4 I < 2~ II u II: + GJ II u II: + 2 II u Ilk2 . 
Prenons (T = c/C, , alors (10.8) suit avec C,l = (l/46) C,Z. 
Remarquons maintenant que l’hypothese du Lemme 8.2 est surement 
vCrifiCe Vxo En et 4 # 0. On a maintenant le 
LEMME 8.4. Soit a(x, 5) EB’ vkiJiant la (8.2) et soit x0 ~0 donne’. Alors 
Vc > 0, XT, > 0 telle qu’on ait 
Re(A(x, D> u, ulo + C, II ~11~~~ 3 (co - 3~) II u II: 
vu E L2, SUP u c S(xcl , S(r)) 
(8.9 
Nous avons en effet : 
Re(A(x, D), u, u),, = Re(a(x,, , D) u, u)~ + Re([A(x, D) - a(x, ,Dll up uh 
2 GJ II 24 II: - E II fl II,” - cc’ II 11 IL P 
si u EL”, sup u C S[x, , S(c)] comme il rCsulte de (8.7) et (8.8). 
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TOUS les raisonnements precedents etaient purement locaux. Pour passer 
au cas global, commencons par construire une partition de l’unite finie de la 
facon (classique, voir [4]) suivante : 
A chaque x,, E 9 on associe la sphere ouverte S(x,, ,6(c)); par le lemme 
de Borel-Lebesgue, on obtient : Q C u:, S(xj ,8(e)), avec N points 
x1 , xa ,..., xN E Q. Soit h(t) = e-1/o-t2) pour 1 t ] < 1, h(t) = 0 pour 1 t 1 >, 1. 
Posons ensuite 
I)~(x) = h [+ 1 x - xk I] , x = (x1 ,..., x,J, k = l,..., N. 
On a que $I~(x) E C”; aussi t&(x) = 0 pour 1 x - xk 1 > 6,; done 
sup & C S(x, , a(e)) en plus &(x) > 0, V x E R”. 
Appelons ensuite : wk(x) = $k(x) [912(x) + 1-e + &2(x)1-1/2 pour 
x E UC’=, qxj ,a> et U*(X) = 0 pour x E R” - UTS(xj , S(e)). Alors 
hidemment wk(x) E C” (Rn) sup We c s(xk,80), w&x) > 0 et 
Liz, We = 1, Vx E Q (et mCme pour tout x E U,N S(xj , a(e)). 
Prenons maintenant, en vue de demontrer le TheorCme 10.1; u ELM, 
supuCD. On a 
u(x) = f Wk2(X) u(x), (8.10) 
k=l 
Vx ~0 et aussi Vx E An vu que u = 0 dans Co. On deduit ensuite la 
= (A(x, D) 24, Wl%) + *** + (A(x, D) u, WN2U) (8.11) 
= (W1-h WlU) + ... + (WArA% Qw), vu E L2, 
avec supp u C S 
et en prenant la partie reelle on deduit 
Re(Au, PC),, = Re f (w&~u), wku), vu EL”, supu&? (8.12) 
k=l 
On 6crit maintenant : wkAu = Aw,u + [we, A] u, done on obtient 
WA, u, 4 = Re f (4~4 w&, + Re il (Iwk, AI u, wlclch 
k=l 
vu E L2, supuc~. 
(8.13) 
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Nous avons maintenant* pour s = 0, en remarquant que L2 C HTl 
Ilbk 9 4 24 II0 < Clt II24 IL-1 9 vu E L2. (8.14) 
On a maintenant le : 
LEMME 10.5. POUT tout v  > 0 il existe Cv > 0 telle que 
N 
Re C ([wk ,4x, 011 u, WkU) < v II 24 11: + C” II tJ IL , 
k=l 
On a en effet 
vu E L2, supu&? (8.15) 
< 2 &j Ihk 9 A(x, O)l u iii + v 2 11 wku 11;. 
k=l k=l 
Mais d’autre part on a 
g1 II Uk * u 11: = ; j- 1 %2(x)I 1 +)I” dx 
k-l R” 
= il j-, w/c%4 I 44l” dx = j-Q I u(x)12 dx = II IJ II: 
(pour u EL2 avec sup u C 0). 
On a aussi ll[wk, A] u /I,, < ck II u lIeI; on dCrive done 
([ 
k=l 
wk,A]“,wku)l <~(~lc~)llulit,+vllu~~: 
done le Lemme. 
= v II * II: + C” II u IL 
LEMME 8.6. Pour tout E > 0 et k = 1,2 ,..., N il existe C,,, > 0 telle que 
R+Gv4, Wkuh f cE,k II wk” 11!%12 > (Co - 34 iI wk” Iii, 
vu E L2, k = I,..., N. 
(8.16) 
* En appliquant un rCsultat de [l], ce qui est possible vu qu’on considkre des 
symboles au sens du $2, qui sont aussi dans D d’apres le Thkorkme 1. 
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En effet on remarque : W~U eL2, SUP(W~ZL) C S(x, ,a,) et on applique 
la (8.9). 
Dtkzonstration du Tht!o&me; fin. On a* : 
Re(Au, 4 > (co - 36) f  II wku lli - f  Gk II wku 11~~~2 
k=l k=l 
(8.17) 
- v  II u II: - C” II u II”1 
VUEL2, supucQ E > 0 et v > 0 &ant donnes d’avance; de (8.17) on 
dhduit aussi la 
vu E L2, supp u c 8. 
(8.18) 
On a aussi : 
11 wku l/-1/2 < ak 11 u i/-112 , Ii u II-I,2 > II u II-1 9 
et done on obtient la 
W& No + Cv II u l‘k2 + rd4 II 21 II%,2 > (co - 30 - V) II u II: 
vu E L2, supucG! 
(8.19) 
Posons v = E on derive 
W& 4, + ~(4 II u II%,2 > (co - 46) II u Iii , vu E L2, supuca, 
ou Y(E) = C, + 3/r(e), ce qui demontre le ThCorCme 8.2. 
(8.20) 
9. THI~OR~MES D’APPROXIMATION SCALAIRE 
Soit a(x, I) E&Y et supposons que lim,,, a(x,, , 5,) = c,, pour un x0 E R” 
et pour une suite (f*))F CR,” telle que lim,,, / [,I = co. Prenons un 
E’ > 0 et le 6,~ associe tel que 1 a(x, 5) - a(xO , .$)I < E’ si 1 x - x0 1 < SE’ 
et 5 # 0. Prenons ensuite une fonction &(x) E C”, telle que 
supp &, C S(X,, ,6,,) et considerons la suite 
u~,~(x) = ei”‘e9$c@). (9.1) 
Maintenant, A(x, D) &ant l’operateur associe a a@, [), on considke l’ex- 
pression 
IIVW, D) - d) se llo 9 (9.2) 
* Comme corollaire de (8.13), (8.19, (8.16). 
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que l’on veut faire petite pour assez grand p. On prend 2 cet effet une fonction 
scalaire f(t) E Cm, tgale ?i l’unitt pour 1 t 1 < 1 = 0 pour 1 t / 3 2, et l’on 
pose 
!b9(0 = f (& - (k - 5,)); 
on voit que 
c 
I grad 4, I d 2/1y p = 1, 2,... . 
Prenons ensuite l’opbrateur Z/J,(D) = p-l*,F (F &ant la transformation 
de Fourier) et remarquons la dkcomposition Cvidente 
4% D) = 4x0 , !f,) I+ $w) WT n> - 4x0 9 69) 11 + [I - AmI 
x [A(% 0) - a(%, s,>q. (9.3) 
De la (9.3) on dCduit les majorations 
llM% D) - Cdl U9.r’ 110 
< I 4x0 2 t21) - CO I II %I.~’ II0 + II #9(D) 14% W - 4x0 7 8914 *9,,’ ilo 
+ IV - #9(@1 L%% D) - 4x0 9 E9Il U9.E’ II0 * (94 
Mais puisque lim,,, a(xo , 5,) = co on a premibrement 
I 4x0 ,691 - co I < E’ pour P > P&‘). (9.5) 
Dans notre travail [S] on majore aussi les autres termes de la (9.4) de la 
facon suivante : On a premikrement 1’inCgalitC :
II #,P) [4% D) - 4x0 > 59) 11 Up,/ /lo d --L 
%ll l’l 
U9.E’ I/o -i- 2E’ II U,,,’ I/o 
9 
+ cc* II U9.E’ l/-1/2 * 
(9.6) 
On a aussi la majoration 
IlF - +em L% D) - 4x0 Y 59>1 U9.a’ II0 
(9.7) .  I  
1’2 <C 
is 
,e-r ,>q-, I $&(!f - ‘&)I2 a 
P-- P 1 
+ g& II U,,,’ IO * 
9 
Mais on a aussi 
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pour tout p > ~~(6). Done 
IlLI - $w)l [4.% w - 4% 3 &J %,r’lllO < CC’ II%,c’ 110 + -A= II %I,,’ /Ill, 
45,l 
si p > ps(f’). On demontre encore : 
(9.8) 
II %,e’ II-112 < El II %,r’ /lo pour p > p3(c’, En), Vr” > 0 (9.9) 
donnt d’avance (on a besoin de ce nouveau E” pour majorer le terme 
e”G II % I/o > q ui parait plus loin). On a done la majoration 
ll[&> D) - co1 %,E’ II0 
4c 
-c l ’ II %E II0 + ~~~ II %.E’ /Ill + 26’ II %,’ II0 
= 3E’ 11 Up,. /Ill + 2~nc,, II %*E’ I/o + --L 
dl E Il’ 
%,e’ II0 si p > p*(d, El) 
%J 
Mais on a aussi C,/l/] E, I < E’ si p > ~~(6) et 2e”C,n = E’ si E” = e’/2C,, . 
Done on deduit 
lIL% D) - cd ud /IO < 5~’ II cc’ Ilo 4 P 3 PC+ (9.11) 
On vient done d’indiquer les &apes de la demonstration du resultat suivant 
(cf. Lemme 7.1 dans [5]). 
THBOR~ME 9. I. Soit a(x, 5) un symbole, A(x, D) l’opkateuy associb et 
supposons que lim,,, a(x,, , 5,) = c,, existepour un x,, E R” et une suite 5, --f co. 
Alors, pour tout E > 0 si E’on pose u3),Jx) = eir*Ey5Jx) avec #E(~) E C” 6 
support duns un voisinage sphkyique S(x, , 6,) de x,, on a 
ll(-% D> - co~)sAo < E II up,, Ilo si P > P*(G (9.12) 
II fbr II-11~ < 6 II kE Ilo si P > P*(+ (9.13) 
Nous allons deduire un cas particulier utile : Prenons dans le ThCoreme 
9.1, une suite ca, = l/q et done uQ,rIQ = ei2$51,Q(x). On aura done 
II A& 9 - CO) Us,l/a 110 < $ II S,l/a 110 si P > Pa*, (9.14) 
II %1/a IL-112 -C $ II up,lla II0 si P > P*(q)* (9.15) 
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Les relations (9.14) et (9.15) sont en particulier vraies pour 4 = 1,2,..., et 
p = pl*, p,* ,..., p,* ,... . On a done 
et (9.16) 
Appelons ensuite 
v&> = (1 
On a par consequence 
(9.17) 
11 vq /lo = 1, II vq II-I,2 < +-, 4 = 1% L. 
(9.18) 
Remarquons aussi la relation 
lim 
$ VP(X) 4(x) dx = 0, 
pour toute $(x) E L2(Rn). (9.19) 
cl-‘* pa 
Soit en effet 4.(x) ELM, 4 = 0 dans ] x - x0 j < E. Remarquons que 
dans la (9.1) 6,, est de la forme E’/C [voir (8.4)]. On a done 
supv,C x;!x-x+ 
I I 
, c = ;J$ I grad a(~, 671 .
(#O 
Par suite, &,, vq(x) +Jx) dx = 0 pour q assez grand. 
Mais en faisant varier E > 0, les fonctions c#~ de L2 qui sont nulles dans une 
sphere j x - x,, I < E, forment un ensemble dense dans L2(R”). 
D’autre part, on a 1) vq IlLa = 1, ce qui implique la (9.19) par un raisonne- 
ment habituel. 
On vient done, en definitive, de demontrer le suivant resultat (cf. [5]). 
THBOI&ME 9.2. Soit a(x, 5) un symbole E@, A(x, D) l’ophateur associe’ 
et supposons que limp-tco a(~,, , f,,) = co existe pour un x,, E Rn et une suite 
[=,- co. I1 existe alors une suite [v,(x)],“=1 ELM, telle que 
II % lip = 1, II vq II-;; 0 si !I+ co, vq 3 0 (9.20) 
faiblement dans L2, on a sup vq C {x; ( x - x,, 1 < c/q}, et on a aussi 
v+z Il[A(x, D) - @I VP 110 = 0. (9.21) 
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Nous allons maintenant demontrer deux resultats, qui decoulent, de facon 
Clementaire, du Theoreme 9.2. Le premier sera formule (voir aussi [7]) 
sous la forme du 
'LIHBORBME 9.3. Soit c(x, f) un symbole ~ti, A(%, D) l’ophateur pseudo- 
d@rentiel associt!. Supposons la majoration 
II u llo < cdl 4x, 0) u l/o + II u L/d (9.22) 
valable pour tout u E L2. I1 existe alors un 01 > 0 tel que l’on ait 
l%jgf ( a(x, t)I > cy: > 0, pour tout XER”. (9.23) 
Supposons en effet que la (9.23) n’a pas lieu. 11 existe alors, pour tout 
E > 0, un x, E R” au moins, tel que : lim infl,l,, ] a(x, , t)] < E. Prenons 
E = l/k. Done, pour k = 1,2 ,..., il existe xk E Rn ainsi que 
lirnj~f~a(xX,C)l=dk<~. (9.24) 
D’aprb une propriete de la limite inferieure, on trouve des suites ([lc,&zpm=l 
(dependant de k), telles que : lim,,, 1 tk,, ] = to, et aussi 
1 
F+% I ah, Ek.,)I = 4 < x - (9.25) 
On peut aussi [puisque ] a(x, ()I < c, x E Rn, E # 0] trouver une suite 
paeielle de (t,JL , (P our k fixe), pour laquelle nous conservons la notation, 
telle que 
jz acxk , tk.,) = ck . (9.26) 
On a Cvidemment : ) ck / = d, < l/k. 
Maintenant, en appliquant le Theo&me 9.2 on trouve des suites (~k,~)~~r 
avec les proprietes : 
II %.* IL2 = 19 t-5 II ~k.a llL1,2 = 0, 
f+t ll[A(x, D) - ckl vk.a 110 = 0. 
Appliquons ensuite l’hypothese (9.22) a vk,g. On a done la 
1 < co[II A(% D) %,a /lo f II vk.a II-&i 
< co{II[A(& 0) - ckl vk.a 110 + II ckvk,a 110 + II vk.a II-A 
= co[Il(A - ck) ‘7Jk.a llo + I ck I + II vk.a IL/d* 
(9.27) 
(9.28) 
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Faisons ensuite q -+ 00 dans cette derniere relation. On deduit : 
1 < c,, ] ck 1 < c/k, ce qui devient contradictoire pour K -+ co, demontrant 
ainsi notre theoreme. 
Le deuxieme resultat qu’on donne ici (voir aussi [6]) est le 
T&OR&ME 9.4. Soit Q un ouvert arbitraire duns R”; a(x, 5) un symbole E g, 
A(x, D) l’op&rateur associ& Soit Lo2(a) le sowespace de L2(Rn) formb des 
II E L2(R*) telles que sup u C a = l’adhbence de Q. Soit aussi Fc l’ensemble des 
opkateurs Ei&aires compacts de Lo2@) duns L2(Rn). On a alors 
o~~Y[L,,~(@, L2(Rw)] est l’espace des op&ateurs lint!aires continus de Lo2(si) duns 
L2(R”). 
Pour demontrer ce theoreme nous allons supposer par absurde qu’on a 
Ti$ 11 A(x, D) + T II = k* < I&?. 
E 
En prenant done un nombre k tel que k* < k < Kn2, on trouve un opera- 
teur Tk E z, tel que 
k* < II A + Tk II < k (9.30) 
et par consequence 
IIV + TJ u 1L.a < k II u llLz , vu EL&Q), (9.31) 
D’aprb la definition de Kn2, on trouve au moins un x0 EQ - ai2, tel que 
(9.32) 
On trouve done aussi une suite fz, + co, telle que 
F+z I ah, , &,)I = 4 > k. * (9.33) 
En prenant une suite partielle des 6, on peut supposer aussi (comme dans 
le ThCoreme 9.3) que 
et I c,, I = do > k. (9.34) 
Prenons done une suite (v&’ associee d’apres le Theo&me 9.2 au point x0 
et a la suite (f,),“. Vu que x0 E Q - a&?, on a, pour q assez grand, sup v, C Jzo, 
* Avec in&alitC stricte. 
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done V~ E&,~@), et en prenant Cventuellement une sous-suite on derive le 
mCme resultat pour tout 4. On aura alors 
II 4x0 9 &I) 8, lo = I 4x0 7 5,)l < IN+, P 5,) - 4x9 41 ?I II0 + II 4% q %I l/cl 
< II 4x0 3 t&J - co) VI2 II0 + llw? D> - 4 v* 110 
+ IlMx, 0) + Tkl VQ II0 + II T7cz’B II0* 
Faisons ici Q ---f co; puisque v, --f 0 faiblement dans L,2@) [on le voit avec 
le m&me raisonnement utilise dans le (9.19)] on deduit : lim,,, Tg, = 0. 
Alors si Q --+ DC), on obtient, p = 1, 2 ,... 
I 4% ,524 G I 4% Y 5,) - co I + k 
et en faisant p -+ co aussi, on obtient do < k [absurde, par (9.33)] ce qui 
demontre le ThCoreme 9.4. 
10. MAJORATION DANS LES OUVERTS DE RELLICH 
Nous pouvons aussi, au moins pour une classe speckle d’ouverts 52 de 
R”, donner une borne superieure pour l’expression, 
moyennant l’expression 
Nous allons precisement poser sur s2 l’hypothese fondamentale suivante. 
HYPOTH~SE. Si a est l’adhbence de J?, et Lo2(G) est le sowespace de 
L2(R”) forme’ des fonctions u(x) avec sup u C 0 tout ensemble borne’ duns Lo2(@ 
est relativement compact dans H-,,2(R”). (On appelle un tel Q - ouvert de 
Rellich). 
Remurque. Tout ouvert borne 9 est un ouvert de Rellich (voir par 
ex. [3] ou [9], p. 40, s = 0, K = Q, t = - 3). 
THBORIIME 10.1. Soit !2 un ouvert de Rellich; a(x, 5) un symbole E B, 
et A(x, D) l’operateur pseudo-da@entiel associe. On a alors le 
q etant l’ensemble des operateurs lineaires compacts de Lo2(a) duns La(P), 
(voir aussi [6]). 
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Certains lemmes, inspires par le Lemme 8.2 de [l], sont utilises dans la 
demonstration. 
LEMME 10.1. Soient 2, H deux espaces de Hilbert, &’ C H algt!briquement 
et topologiquement ; en plus, tout ensemble born& duns &’ est relativement compact 
duns H. Alors pour tout E > 0, il existe un sous-espace h4aire fermi 8 de 2, 
tel que .# @ e est de dimension finie, et on a 
II u IIR < c II u Ik 9 VUEig. (10.2) 
Supposons don& E > 0 et admettons premierement que pour chaque 
u E 8 tel que I] u IIx = 1 on aurait 11 u ]lap > I/E. Cela impliquerait que pour 
tout v Es, on a: ]I v/ I] v]IHIIp > l/e, c’est-a-dire ]I v IIH < E ]I w lIti, 
VW ES. 
Dans ce cas on aurait trouvt naturellement & =,x?, &’ 0 #c = (0). 
Si cette situation ne se verifie pas, il existe au moins un Clement ur E .# 
tel que II ur IjH = 1 et II ur lIti f l/c. Definissons ensuite .Z$ par la relation 
d’orthogonalid dans H : 
~~={UE~,(U1,u)~=o}. (10.3) 
On remarque que sr est un sous-espace lineaire de &‘; il est aussi ferme 
dans .@ ce qu’on voit de la relation ]I u ]IR < c ]I u lIti, qui donne 
I@1 > &.I I < II Ul IIH II u IIR < c II u Ila 
impliquant done que la formule : u + (ur , u); de&it une forme antilineaire 
continue sur &‘. A ce point nous pouvons reprendre dans HI les raisonne- 
ments deja faits dans .z?, et si on ne peut pas prendre XI comme espace Z< , 
on trouve au moins un Clement ue E Zr , tel que 11 ua llH = 1 et I/ ua IJX < l/c. 
Posons alors &a _C # defini par 
% = {u fz 4; 0% I u>a = (9, 
c’est-a-dire aussi par la 
(10.4) 
~2={uE~;(U1, 4H = 0% > &I = 0). (10.5) 
On peut naturellement continuer ce prods; mais il finit necessairement 
aprb un nombre fini de pas. En effet, on aurait autrement construit une suite 
infinie (u&” d’elements de &‘, avec la propriM 
1 
II %I lb G - , E Ilu,Il~= 1, (ui,z&=O si i#j. 
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On aurait done 11 ui - uj IIH = 1/2 p our i # j et la suite born&e dans YE, 
(f&’ ne serait relativement compacte dans H, contrairement a l’hypothbe. On 
peut done affirmer l’existence d’un entier N, > 0, tel qu’on ait 
II u IIH d cz II u IlaD > VUE&TT,. (10.6) 
11 s’agit maintenant, pour terminer, de demontrer que pour N = N(e) le 
complement orthogonal de .%& par rapport B .# est de dimension finie. 
Puisque &$ est donne par la relation, 
UE.q&-(ul,U)~=(u,,u)~= *-(u~,u)~=o, (10.7) 
et puisque les formes antilineaires : u + (ui , u)* , i = l,..., N sont continues 
sur A?, on trouvera N elements ur*,..., z+* de .% tels que 
(Ui 9 uhf = (%*, u).ar , VUEdE”, i = l,..., N, (10.8) 
Par consequent l’espace XX est d&i par la 
UEzNt)(U1*,U)&= -*(uN*,u)*=o (10.9) 
c’est-a-dire que XN est le complement orthogonal, dans A?, du sous-espace 
sous-entendu par (z+*,..., uN*). 
Le deuxieme rtsultat est le 
LEMME 10.2. Soient &‘, .%?*, H trois espaces de Hilbert; on suppose que 
&? C X* et Z* _C H, les inclusions &ant a&&riques et topologiques. On suppose 
aussi que tout ensemble bornk dans 2 est relativement compact dans H. Soit 
auk A E P’(.#; &‘*) et A un nor&e &eel > 0. 
Supposons maintenant que Vc > 0, 32, > 0 ainsi qu’on ait 
II Au /Ixp* G (A + 4 II u 11% + Cc II u II,, VUEsf. (10.10) 
Alors il rthlte 
&J II A + TIIpLp(ti;&*) < 4 (10.11) 
e 
z ktant l’idial des ophateurs compacts de 2 dans .%‘*. 
Dthonstration. Soit z > 0 don& et E’ = c/2C,,, , C, &ant don& par la 
(10.10). Soit N,, et XN,, associe par le Lemme 10.1 applique pour X et H. 
On a done la 
II 24 IIH < & II u Il.@ 7 
est de dimension finie. 
Vu e J&,, , et 2 8 G,/ (10.12) 
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Appliquons (10.10) a r/2; on a 
II Au IIN* < [A + $1 II u 112 + Cc/s II * IIn 2 VUE&. (10.13) 
Soit aussi P,r la projection orthogonale de 2 sur @TN,,; alors I - P,, est 
un operateur compact de SF’ en soi-m&me; posons enfin T,I = -- A(I - P,!) 
un operateur compact de &? dans .%*. On en deduit la 
tl(A + Tee) u I/_+ = II APct~ IIs* G (^ + 2) II u 11% + Cc/z II f’stu IIH 9 
VUESP. (10.14) 
Vu que 
II PE,U IIH < & II p,,u /I& < &II u llse ? 
on obtient 
ll(A + T,J u /lx* . -++~]l/~ll.@+ 5 II u Ii‘@ = v + 4 II u II& 9 
VUEX (10.15) 
cela implique Cvidemment la (10.11). 
Notre theoreme est une consequence immCdiate des deux derniers lemmes 
et du resultat fondamental dans [5] ; notamment que VE > 0, X7, > 0 tel que 
II 4x, W ~1 llo G U-G + 4 II u llo + Cc II ZJ 11-w 7 vu ELo2(i=2). 
On prend en effet dans le Lemme 12.2 2 =L.o2(D), SF* =L2(R”), 
H = H_,,,(P) et on apphque le fait que l’ouvert Q est un domaine de Rellich. 
APPENDIX 
LEMME 1. Si y(x, f) est un symbole vkijiant les conditions du Th. 6.4 et 
y(c0, 8) = 0 on a 
uniform~ment pour u duns un borne’ arbitraire de L2.* 
11 faut demontrer en effet que Ctant donnt 1 > E > 0, R > 0 et Q un 
ensemble borne dans L2, on peut trouver un a(~, Q, R) tel que l’on ait 
s I E(f + T) - &f)12 df < e2 si IPI <R 171 <~(E,Q,R) et UEQ. 
(2) 
* r est ici un quelquonque des opbrateurs A et .s’ associhs k y(x, 8). 
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Prenons maintenant pour tout u0 E !J, les fonctions u E 9 telles que 
/I u - u0 11 < E c’est-i-dire l’ensemble S(u, , c) n 9’; soit alors 
Q, = Y n u S(u, ) E). 
UOER 
On a que Qc C Y n I?(@) et en plus; si u E Sz, alors u E S(U, , c) pour un 
certain u,, E Q; done 
II~I/~ll~--u,II+/l~,l/~~+~~~+~, L=~~pol/. (3) 
0 
L’ensemble Sz, est done born6 dans L2 et contenu dans 9’; on trouve done 
S(E, &, R) tel que l’on ait 
s ICI<R 
I &s: + T) - &t)l” dt < c2 
si (4) 
I 7 I < Sk Q6 , R) = S2k Q, R) et UEr;2,. 
On a maintenant, pour tout u E G on prend un u, E In, , II u - u, llLz < E on 
a ensuite la relation, 
tfl <R 
Par constquence 
I 7 I < S2(c, Q, R) 
si 1 7 1 < s2(c, 52, Ii), ce qui dkmontre kvidemment le rksultat. 
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COROLLAIRE. Si y(x, 6) est un symboZe et y(co, 5) = 0 on a que k > 0 et 
R > 0, 3S(f, R) telle que 
si I T I < 6(-z, R) Vu ELM. 
En effet, si u E L2, w =. u/II u Ijo est sur la sphkre unit6 de L2; on trouve done 
VE > 0 et R > 0, une a(~, R) telle que 
Mais on a I+, 0) (hv) = XI’(x, D) z, et F[T(x, D) Xw] = AH+, D) w (F itant 
la transformation de Fourier); on trouve 
rmr+4=$- rrne + 4, 
0 
done 
si (8) 
1 7 1 -=c a(% RI, vu E L2. 
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